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Capitol 1

Maria Gaetana Agnesi

1.1 Introduccio

Marfa Gaetana Agnesi (Mila, 16 de maig de 1718 - Mila, 9 de gener de 1799), vegeu
[1] i [2], va rebre una bona formacié académica i ja parlava set llengiies als tretze anys.
Considerada la primera professora d’universitat, el 1746 publica el Instituzioni analitiche
ad uso della gioventi italianal?], el que es considera el primer text complet de calcul
on doéna armonia als treballs de Newton i Leibniz, i on tracta conjuntament el calcul
diferencial i integral.

Figura 1.1: Marfa Gaetana Agnesi (Wikipedia)
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En matematiques, la corba d’Agnesi, anomenada aixi en honor a Maria Agnesi, és
la corba definida de la manera segiient (vegeu la Figura 1.2):

e Considerem una circumferencia de radi r que reposa sobre 'origen de coordenades
0.

e Considerem un punt A sobre la circumferencia.

e Tracem una recta paral-lela a 1’eix d’abscisses que passi pel punt M, oposat a O.

e Tracem la recta OA i considerem el punt N on talla la recta anterior.

e Considerem el punt P on la recta horitzontal que passa per A talla la recta vertical
que passa per N.

e Modificant la posicié del punt A dins la circumferéncia, s’obté una trajectoria de
punts P = (z,y), que defineixen la corba d’Agnesi.

Figura 1.2: Construccié de la corba d’Agnesi

La corba d’Agnesi és una aproximacié de la distribucié de ’espectre de l’energia
dels rajos X i dels rajos optics, com també de la potencia disipada en els circuits d’alta
freqliencia de ressonancia.

En la traduccié de dels seus textos a l'angles, es confén, potser de forma deliverada,
el terme versiera (girar) per avversiera (bruixa). D’aqui que s’hagi conegut la corba com
a bruixa d’Agnesi.

1.2 Parametritzacié de la corba d’Agnesi

Parametritzar una corba consisteix a determinar com varien les coordenades d’un punt de
la corba P = (z,y) en funcié d’un parametre. En el cas de la corba d’Agnesi, determinem
els valors de z i y en funcié de I’angle #, que és I’angle d’inclinacié de la recta OA. Vegeu
la Figura 1.3.
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1.2.1 Resultats previs

1. El triangle AOAM és rectangle en A ja que el punt A pertany a la circumferéncia
i angle en aquest punt abraga tot el diametre.

2. Podem prendre I’angle 0 i, fent un moviment rigid, veiem que encaixa perfectament
en el triangle AOAM en el punt M. De manera que 'angle en M és també 6.

M N~

Figura 1.3: Parametritzacié de la corba d’Agnesi

1.2.2 Calcul de les coordenades de P = (x,y)

Primerament, utilitzant trigonometria i fixant-nos en 'angle 6 inferior de la Figura 1.3,
esta clar que, d’una banda,

cos(f) = |O‘”7N| = z = |ON] cos(8), (1.1)
i de l'altra
sin(f) = IOLAI = y = |OA|sin(0). (1.2)

En segon lloc, i també fixant-nos en ’angle 6§ inferior, veiem que

|LN| |27 2r
= — = N =
on| o~ 19N = ey

sin(0) (1.3)

pero si ens fixem en l'angle 6 superior (recordem que el triangle AOAM és rectangle),

_|0A]  |OA|

sin(f) = oM] ~ 2|

= |OA| = 2rsin(0). (1.4)

Ara, de (1) i (3) obtenim que

2r 2r cos(f
x = |ON]|cos(f) = — cos(f) = sin(G())’

sin(6)
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ide (2)1i(4) queda

y = |OA|sin() = y = 2rsin(0) sin(f) = 2rsin?().

Concloem doncs que la parametritzacié dels punts P = (z,y) ve donada per

(z,y) = (2;(:(89()0),% sin2(9)).

1.3 Expressio racional de la corba d’Agnesi

A partir de la parametritzacié obtinguda, esta clar que

sin2(0) = % (1.5)

i també que

sin?(f) sin?(#)

2 4r2 cos?(9)  4r? (1 —sin®(9))

Si substituim en aquesta darrera identitat el valor de sin?(#) pel que tenim en (5),
queda que

2_47“2(1—2%)_87“3 Y _87"3 2_8T3—4r2y
R e o e I
o T Yy Yy
Per tant,
2y = 8r® —dr?y = 2y +dr’y = 8r® = y(a? + ) =8P =y = ﬂ
x2 4+ 4r2°

En el cas particular que r = 1/2,

1.4 Analisi de la funcid

En aquest apartat es fa un estudi de la funcié real que té per grafica la corba d’Agnesi

en el cas particular r = 1/2,
1

f(af):TJrr

tot i que els calculs sén extrapol-lables a qualsevol valor de r.

1.4.1 Domini

En tant que el denominador és sempre positiu, Dom(f) = R. De manera que la funcié
sera continua arreu.
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1.4.2 Punts de tall amb els eixos

La funcié talla I’eix d’ordenades en el punt (0, 1), doncs f(0) = 1.

No talla I’eix d’abscisses ja que f(z) = 0 no té solucid.

1.4.3 Extrems relatius

Tenint en compte que la derivada ve donada per

2z

1) = Gy

i que s’anul-la quan z = 0, 'iinic extrem relatiu estara en el punt (0,1) (ja era un punt
de tall). A més sera un maxim relatiu perque f’(x) < 0 (creixent) peraxz < 01 f'(z) > 0
(decreixent) per a x > 0. Per tant, es tracta també d’un extrem absolut.

1.4.4 Punts d’inflexi6

La segona derivada és

() = 2(x% +1)% — 222(22 + 1)22 _ 2(2? + 1) — 822 _ —62% + 2
(x2+1)4 (2 +1)3 (24 1)%

i que s’anul-la quan —622 + 2, és a dir, quan = £1/v/3. En ambdos casos, y = 3/4.

Tenint en compte que f”(z) > 0 (concava) per a x € (—oo, —1/v3) U (1/V/3,0)
i f"(z) > 0 (convexa) per a z € (—1/v/3,1/V/3), esta clar que f(z) presenta punts
d’inflexié en (£1/4/3,3/4).

1.4.5 Asimptotes
La funcié no té asimptotes verticals perque és continua, pero té una asimptota horitzontal

en y =0 ja que
lim f(z)= lim f(z)=0.

T—r—00 T—r 00

1.4.6 Area sota la grafica

L’area ve donada per la integral impropia

A= / f(z)dz = lim de_ _ lim (arctan(a) — arctan(—a)) = g - %ﬂ =,

a—oo | x2 41 a—00

i és exactament quatre vegades ’area de la circumferencia utilitzada per definir la corba
d’Agnesi en el cas r = 1/2.
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Figura 1.4: Grafica de la funcié

1.4.7 Volum de revolucio

El volum de revolucié al voltant de 1’eix d’abscisses es calcula mitjancant la integral
0o ) ' a dx .
V= 7f“(x)de =7 lim ———— =7 lim (F(a) — F(—a)),

a—oo [_ (1‘2 + 1)2 a—00

on dr
ro) = [ e

Per al calcul d’aquesta primitiva, fem el canvi de variable x = tan(t), de manera que
dx = (1+ tan®(t)) dt. Aixi,

B dv 1+ tan?(t) _ 1 B 1 B 5
F(z) = / CEEE / (tan() +1)2dt _/Wwdt _/Mdt_ /cos (t)dt.

A continuacid, utilitzant la identitat trigonometrica del cosinus de I'angle meitat, la
primitiva esdevé

1 2t 1 2t 1 1 1 1
F(x) :/%S()dt:/idtqt/ COSQ( i = 5/dt+Z/2cos(2t)dt: St+7sin(2t).

I desfent el canvi queda
1 1
F(z) = 3 arctan(z) + 1 sin (2 arctan(x)) .

Tenint en compte que

1 1 1 1
aango F(a) = aliﬁrgO (2 arctan(a) + 1 sin (2 arctan(a))) = 5% + 1 sin (2%) = %,
i que, analogament
1 1 1-— 1 — —
ah—>Holo F(—a) = ali_)ngo (2 arctan(—a) + 1 sin (2 arctan(—a))) = §7ﬂ+1 sin (2;) = Tﬂ-,

El volum resulta

V=7 lim (F(a) — F(—a)) == (” - _”) -

a— o0
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Figura 1.5: Volum de rotacié

1.4.8 Cas general

En el cas que la corba d’Agnesi vingui generada per una circumferéncia de radi arbitrari
r, la funcié vindra donada per
8r3
flz) = 221 A2’
i mitjancant calculs analegs en funcié del parametre r, s’obtindra que el maxim relatiu i
punt de tall amb I’eix d’ordenades corresponen al punt (0, 2r), mentre que (j:27' / V3, 3r / 2)
sén les coordenades dels punts d’inflexié.

A més, 'area sota la corba ve donada per A = 4772, i el volum de rotacié per
V = 4?3,
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